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グラフは頂点集合と辺集合から構成される単純かつ抽象的な図形でありながら，グラフ理論に代表される組
み合わせ論はもちろん，セル複体のコホモロジー論やマルコフ連鎖を含む確率論など多くの分野で用いられ
研究されている．更に，結晶格子や画像処理，感染症モデルなど様々な分野でグラフを用いた数学モデルが
存在しており，応用数学的にも重要な研究対象である．しかし，グラフが複雑になると グラフの構造を数値化
することが困難となるため，グラフを用いた数学モデルは単純化されていることが多い．そこで，私は局所的な
計算からグラフの大域的性質を明らかにすることに関心を持ち， リーマン幾何学において，曲面や多様体の
構造を知る上で重要な概念の一つであるリッチ曲率に注目した. 通常，リッチ曲率は計量の２階までの微分を
用いて多様体上に定義されるものだが，そのリッチ曲率の一般化として Ollivierが定義したコースリッチ曲率が
ある．コースリッチ曲率は最適輸送理論における輸送距離を用いて測度距離空間上に定義される．2010年に
LinとLuと Yauはレイジーランダムウォークを用いて無向グラフ上にコースリッチ曲率を定義し，グラフの直積グ
ラフやランダムグラフ上のコースリッチ曲率に関して研究を行なった．また，２０１２年には Jost と Liuが単純ラン
ダムウォークを用いて無向グラフ上にコースリッチ曲率を定義し，局所クラスタリング係数との関係を明らかにし
た．最近では，グラフ上のコースリッチ曲率はキャンサーネットワークやインターネットトポロジーなどにも応用さ
れている．本論文では，レイジーランダムウォークを用いて定義されるコースリッチ曲率のことを単にリッチ曲率
と呼び，単純ランダムウォークを用いて定義されるコースリッチ曲率のことを０-リッチ曲率と呼ぶ． 
２章では，無向グラフ上の離散リッチ曲率とラプラシアンの幾何学に関する成果について記述する．無向グ
ラフの基本的な概念を 2.1節で用意し， 2.2節では，無向グラフ上のリッチ曲率を定義する．加えて，グラフ上
のリッチ曲率の上限や下限など先行研究の結果を幾つか紹介する．これらの結果の中で，各辺上の 0-リッチ
曲率が正であるグラフに対して，グラフの大域的性質が得られる．しかし，各辺上の 0-リッチ曲率が正であるグ
ラフの例はあまり知られていない．そこで，各辺上の 0-リッチ曲率が正であるグラフの例の１つである完全グラ
フを２つ用意し，それらを幾つかの辺で結ぶことで新たなグラフを構成する．この新たに得られたグラフをグル
ーインググラフと呼び，2.3節では，グルーインググラフの各辺上で 0-リッチ曲率が正になるために必要な辺の
最小数に関する定理を証明する．Jost-Liuによるグラフ上の 0-リッチ曲率を評価する不等式があるが，グルー
インググラフの場合，最適な評価にならない辺が存在するため，先行結果を用いることはできない．そこで，0-
リッチ曲率の定義に基づき，各辺上の 0-リッチ曲率を計算する．2.4節では，得られた定理を用いて，グルーイ
ンググラフ上の 0-リッチ曲率とチーガー定数との関係について明らかにする． 
リッチ曲率と同様にラプラシアンも重要な概念であり，グラフ上のラプラシアンについての研究も長い歴史が
ある．1847年に，Kirchhoffが最初にグラフラプラシアンを定義し，それ以降，盛んに研究が行われた．1935年
には，Bottemaが正規化されたグラフラプラシアンを導入し，推移確率作用素との関係を明らかにした．リッチ
曲率との関係については，2009年に Ollivierが研究をしており，ラプラシアンの非零最小固有値がリッチ曲率
の下限で下から抑えられることを示した．しかし，Ollivierの定理は，スターグラフを始めとする幾つかのグラフ
に対しては最適でないことから，２章の残りで，この問題の解決策を与える．そのために，2.5節と 2.6節で準備
を行う．具体的には，「一般化されたグラフラプラシアン」と「辺上のリッチ曲率」を考慮する必要がある．一般化
されたグラフラプラシアンは 2013年に Jost と Horakによって導入され，このラプラシアンは単体的複体上の重
み付き内積を用いて定義される．重み付き内積に使用される重み関数を具体的に定めると，これまでのラプラ
シアンと一致することから，一般化されたラプラシアンと呼ばれている．2.5節では，この一般化されたラプラシ
アンを定義し，幾つか基礎的な性質を紹介する．また，一般化されたラプラシアンは単体的複体上に定義され
ることから，対応するリッチ曲率を定める必要があるため，2.6節では，グラフの 1単体である辺上に 0-リッチ曲 
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率を定義する．これらの定義に沿って，2.7節では，具体的なグラフに対して，辺上の 0-リッチ曲率とラプラシア
ンの固有値を計算する．得られた計算結果を踏まえ，2.8節では，正則グラフに対して，ラプラシアンの非零最
小固有値をリッチ曲率の下限を用いて評価する．この評価は，スターグラフに対しても最適な評価であることか
ら，上記の問題をある意味で解決することができたと言える．更に，2.9節では，この評価を重み付きグラフに対
しても拡張することで，より一般的な設定でラプラシアンの固有値を評価する． 
 ３章では，有向グラフ上の離散リッチ曲率とラプラシアンの幾何学に関する成果について記述する．グラフを
用いた応用例として電気回路や通信ネットワークなどが挙げられるが，これらは有向グラフを用いてモデル化さ
れている．そのため，有向グラフの微分幾何学的性質を明らかにすることは重要だが，有向グラフ上の距離は
非対称であることから，リーマン幾何学の理論を適用することができないため，リッチ曲率に関する研究は無向
グラフに限定されていた．この問題を解決するため，3.1節では，有向グラフ上の距離や次数を定義し，無向グ
ラフ上の定義との違いを説明する．無向グラフと異なる点を踏まえ，3.2節では，有向グラフ上のリッチ曲率を定
義する．無向グラフの場合，リッチ曲率の定義の well-defined性を示す際に距離の対称性を用いていたが，有
向グラフの場合には，距離関数による輸送距離の評価式を示し，距離の対称性を用いることなく well-defined
性を証明する．3.3節では，具体的なグラフに対して，向き付けを行い，その有向グラフに対してリッチ曲率を計
算する．3.4節では，有向グラフ上のリッチ曲率に対する上限や下限に関する定理を証明し，有向正則グラフ
がリッチ平坦になるために必要な条件を証明する．有向正則グラフがリッチ平坦になるためには，２つの条件が
必要だが，これら２つの条件の内１つしか満たさない場合，リッチ平坦にならない有向グラフが存在することもわ
かる．更に，２つの条件を満たすようなグラフの直積グラフに対して，各辺上のリッチ曲率が零になることも示す．
無向グラフの場合には，直積グラフ上のリッチ曲率に関する定理を Lin と Lu と Yauが示しているが，ここでも距
離の対称性を用いている．従って，有向グラフの直積グラフ上のリッチ曲率を計算するために，輸送距離の定
義と Kantorovich双対性のみを用いる． 
 離散リッチ曲率には，Ollivierが導入したコースリッチ曲率の他に，Bakry-Emery リッチ曲率が存在する．
Bakry-Emery リッチ曲率は曲率次元不等式を用いて定義され，リーマン幾何学の場合，リッチ曲率の下限とし
て与えられる．曲率次元不等式は Bochnerの公式から導出される不等式であるため，ラプラシアンや勾配の計
算など解析的な議論を多く必要する．2010年にLinとYauがグラフラプラシアンや差分によるグラフ上の微分を
用いて離散曲率次元不等式を導入し，Bakry-Emery リッチ曲率をグラフ上に定義した．これにより，グラフの解
析学的性質を明らかにするために非常に重要な概念として Bakry-Emery リッチ曲率に関する研究が発展した．
通常，グラフラプラシアンはグラフの隣接行列を用いて表されるが，有向グラフ上の隣接行列が非対称行列で
あることから， Bakry-Emery リッチ曲率に関する研究も無向グラフに限定されていた．しかし，Chungが導入し
た推移確率作用素を用いて定義される有向グラフ上のラプラシアンは対称行列になることに注目し，3.5節で
は有向グラフ上で曲率次元不等式を導入し，Bakry-Emery リッチ曲率を定義する．3.6節では，実際に曲率次
元不等式を計算することで，Bakry-Emery リッチ曲率に関する評価式を明らかにし，有向グラフ上のラプラシア
ンの非零最小固有値に関する評価を得る． 
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論文審査の結果の要旨 
 
グラフとは複数の頂点同士を辺で結んできる図形である．グラフの数学的研究は，コンピュータ
ー・ネットワークや経済活動のモデルなど実社会への様々な応用がある．Ollivier はグラフを
含む距離空間において，コース・リッチ曲率の概念を導入した．さらに Lin-Liu-Yauはこれを無
向グラフに対して改良し，より幾何学的な研究を行なった．コース・リッチ曲率はある種の局所
的な曲がり方を表しており，距離空間やグラフの大域的な性質を調べるのに有用である．山田氏
は博士論文においてグラフのコース・リッチ曲率とラプラシアンの固有値について幾つかの研
究を行なった． 
先ず，無向グラフに対して，辺集合上のコース・リッチ曲率の下限条件からラプラシアンの非ゼ
ロ第一固有値の評価を与えた．先行研究として，Ollivier が頂点集合上のコース・リッチ曲率
の下限条件による評価を行なったが，それではスター・グラフでは最適な評価を与えていない．
一方，山田氏の評価ではスター・グラフでは最適な評価となっており，これはある種のグラフで
はより優れた結果となっていることを示している．証明について，Ollivier のものはほぼ自明
となっているが，山田氏の証明ではより繊細な議論が必要とされ，極めて非自明である．これは
学術的に価値の高い結果である． 
一般にコース・リッチ曲率が正であるようなグラフを構成することは応用上非常に重要である．
このようなグラフはエキスパンダー・グラフ列となることが期待されるからである．山田氏は２
つの完全グラフを幾つかの辺で結んだグラフが正コース・リッチ曲率を持つための必要十分条
件を与えた．これにより新しい正コース・リッチ曲率の系列が得られた． 
今まで無向グラフに対してのみコース・リッチ曲率が定義・研究されてきたが，山田氏はそれを
有向グラフに対して行なった．有向グラフに対して，コース・リッチ曲率の適切な定義を与えて，
コース・リッチ曲率が至る所ゼロとなるための十分条件を求めた．これは幾何学的に興味深い結
果である． 
この他にも山田氏は無向グラフに対して Bakry-Emeryリッチ曲率の研究も行っている． 
山田氏の博士論文は，自立して研究活動を行うに必要な高度の研究能力と学識を有するこ 
とを示している．したがって，山田大貴提出の博士論文は，博士（理学）の学位論文として
合格と認める． 
